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（浙江文亮）专升本数学公式知识点及注意事项

世上没有白费的努力，也没有碰巧的成功，一切的无心插柳，其实都是水到渠成

人生没有白走的路，也没有白吃的苦，你跨出去的每一步，都是未来的基石与铺垫。

我们能改变的不多，但要去做，星光不负赶路人。

You are more than what you have become now! Remember who you are!

一、函数极限及连续

1.常用的等价无穷小，严格保证  0x

axa x ln~1 xxx ~arcsin~sin xxx ~arctan~tan xe x ~1

  xx ~1ln  (1 )log
ln

x
a

x
a

    xx  ~11  211 cos ~
2

x x

3

2
1~sintan xxx  3

6
1~sin xxx  3

3
1~tan xxx    2

2
1~1ln xxx 

31arctan
3

x x x  3

6
1~arcsin xxx  211

2
xe x x   2

2
~cos1 xaxa

 广义化 e.g.：

)0
6
1~sin 3  （狗狗狗狗

1 必须保证 3 个狗一模一样

2 狗必须严格保证趋近于 0
3 注意整体性，注意非 0 因子

 特殊的等价：

 ( ) ( )

sin

3 30 0

( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0

sin 1. . : lim lim
6

f x g x

x x

x x

e e f x g x f x g x

e e x xe g
x x 

   

 
  



2.第二重要极限：

e
x

ex x

x

x

x



)11lim()1lim(

1

0
或



lim( 1)1 : lim v u vu e 



0 0 ln0 : v v uu e 或

3.其他常见极限

 10lim 


qqn
n

 001lim 


k
nkn

 01lim 


aan

n
1lim 



n

n
n

 lim max , , ( , , 0n n n n

n
a b c a b c a b c


   
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4. 常用无穷大的比较：

ln ( 0, 0, 1)xx x x a a        

ln ! ( 0, 0, 1)n nn n n a n n a         

无穷大量一定是无界变量，无界变量不一定是无穷大量

5 常用左右有别的极限

+
lim x

x
e

 
 

1

0
lim x

x
e


 

+
lim arctan

2x
x 

 
 +

lim arccot 0
x

x
 


0

sin xlim 1
x x

 

-
lim 0x

x
e

 


-

1

0
lim 0x

x
e




-
lim arctan

2x
x 

 
  -

lim arccot
x

x 
 


-0

sin xlim -1
x x



6 函数性质：

1 导函数与原函数的奇偶性、周期性

若函数 ( )f x 是可导的

奇函数 则 ( )f x 是偶函数

偶函数 则 ( )f x 是奇函数

周期为T 的周期函数 则 ( )f x 也是以T 为周期的周期函数

若连续函数 ( )f x 是

奇函数 则一切原函数是偶函数

偶函数 则只有一个原函数是奇函数

以T 为周期且
0

( ) 0
T
f x dx  则 ( )f x 的一切原函数以T 为周期

2 若 ( )f x 在有限区间  ,a b 内可导且 ( )f x 有界，则 ( )f x 在  ,a b 内有界。（变化率有界，函数有界）

3 奇函数 ( )y f x 的图形关于坐标原点对称，当 ( )f x 在 0x  处有定义时，则必有 (0)=0f

4 偶函数 ( )y f x 的图形关于 y 轴对称，且当 (0)f  存在时，则必有 (0)=0f 

5 设 ( )f x 是定义在  ,l l 上的任意函数，则

1( ) ( ) ( )F x f x f x   必为偶函数。
2

x xe ey


 双曲余弦（chx）

2 ( ) ( ) ( )F x f x f x   必为奇函数。
2

x xe ey


 双曲正弦（shx）
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7.间断点：

1 连续：极限值等于函数值（区别于极限存在）

 
0

0lim ( )
x x

f x f x


  
- +

0 0
0lim ( )= lim ( )

x x x x
f x f x f x

 


极限存在：左右极限存在且相等（和函数值无关）

- +
0 0 0

lim ( )= lim ( )= lim ( )=
x x x x x x

f x A f x f x A
  



2 可去间断点：极限值存在不等于函数值（函数值可以不存在）

 
0

0lim ( )
x x

f x f x


  
- +

0 0
0lim ( )= lim ( )

x x x x
f x f x f x

 


3 跳跃间断点：左右极限存在且不相等

- +
0 0

lim ( ) lim ( ) ,
x x x x

f x A f x B A B
 

  

4 无穷间断点（双侧趋向于无穷，或者至少一个趋近于无穷即可）

0

lim ( )
x x

f x


 ；
+

0

lim ( )
x x

f x


 ；
-

0

lim ( )
x x

f x


 

5 震荡间断点（极限值为震荡不存在）

0

lim ( )
x x

f x


震荡不存在 e.g.：
0

1limsin =
x x

震荡不存在

找间断点：1 分段函数分段点——可能间断

2 函数本身的无定义点——一定间断

二、一元函数微分学

1.导数定义：（注意一动减去一静原则）

     
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x


 

      0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x 

  
 



     
0

0
0

0

lim
x

f f x
f x

x


 

狗

狗

狗
（广义化）

1：必须保证 3 个狗一模一样

2：狗必须趋近于 0x

     0 0
0 0

lim
f x f x

f x


 
 

狗

狗

狗
（广义化）

1：必须保证 3 个狗一模一样

2：狗必须趋近于 0

重要结论：若函数 ( )f x 在 ,a b 上连续，且
0 0

( )lim
x x

f x A
x x




(存在）则
0

0

( ) 0
( )

f x
f x A


   

2.导数基本公式

  0C

  aaa xx ln


  xx ee 


 
ax

xa ln
1log 

 
x

x 1ln 

  xx cossin 

  xx sincos 

  xx 2sectan 

  xx 2csccot 
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  xxx tansecsec 

  xxx cotcsccsc 

  21
1cotarc
x

x




  21
1arctan
x

x




 
21

1arccos
x

x




 
21

1arcsin
x

x




 2

2

1ln 1
1

x x
x

      

2

11
xx











 
x

x
2

1




 2

2

1ln 1
1

x x
x

      
导数的运算：

  vuvu 
  vuvuuv 

  wuvwvuvwuuvw 
2v
vuvu

v
u 











3.导数的几何意义

 切线方程：   00 xxxfyy o  ；法线方程：    00
1 xx
xf

yy
o






 平面中两条相互垂直直线斜率的关系： 121 kk

 两点之间的斜率：
12

12

xx
yyk






4.高阶导数

  baxnnbax eae  
)(   !)( nx nn    0)1(


nnx

  nn anaxax )
2

sin(sin )( 
   nn anaxax )

2
cos(cos )( 



1

)(

)(
!)1(1











 n

nnn

bax
an

bax
  n

nn
n

bax
anbax

)(
)!1()1()ln(

1
)(







莱布尼兹公式：

 
)!(!

!;)()(

0

)(

knk
nCvuCuv k

n
kkn

n

k

k
n

n


 


 0! 1 ! 1 2 3.......n n   

5.一元函数微分学几何应用：

1 注意事项：

（1）极值点间断点讨论的前提是双侧有定义，区间端点不讨论极值。

（2）极值是小范围的概念，极值不一定是最值，最值不一定是极值。

（3）极大值，极小值之间没有任何必然的大小关系。

（4）区间内部的最值一定是极值。

（5）极值点不一定是驻点，驻点不一定是极值点。

（6）先写定义域（注意写成区间）。
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2 单调性：利用导数工具研究（区间上一个点的导数值正负并不代表在其去心邻域内单调）

（1）若函数 ( )f x 在区间 I 上有 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x 在 I 上严格单调递增。

（2）若函数 ( )f x 在区间 I 上有 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x 在 I 上严格单调递减。

3 极值的判别：

（1）一阶可导点是极值的必要条件（很重要）

设 ( )f x 在 0x x 处可导，且在点 0x 处取得极值，则必然有 0( ) 0f x 

（2）极值的第一充分条件：设函数在 0x x 处连续，且在 0x 的某去心邻域  0 ,
o
U x  内可导

 若  0 0,x x x  时， ( ) 0f x  ，而  0 0, +x x x  时， ( ) 0f x  则函数在 0x x 处取得极小值。

 若  0 0,x x x  时， ( ) 0f x  ，而  0 0, +x x x  时， ( ) 0f x  则函数在 0x x 处取得极大值。

 若 ( )f x 在  0 0,x x x  和  0 0, +x x x  内不变号，则点 0x 不是极值点。

（3）极值的第二充分条件：设 ( )f x 在 0x x 处二阶可导， 0( ) 0f x  ， 0( ) 0f x 

 若 0( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 0x 处取得极大值。

 若 0( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 0x 处取得极小值。

4 凹凸性的判别：若函数 ( )f x 在区间 I 上二阶可导

 若函数 ( )f x 在区间 I 上有 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x 在 I 上的图形是凹的。

 若函数 ( )f x 在区间 I 上有 ( ) 0f x  ，则 ( )y f x 在 I 上的图形是凸的。

 二阶可导点是拐点的必要条件：若 0( )f x 存在，且点   0 0x f x， 为曲线上的拐点，则必然有 0( ) 0f x 

 拐点定义：（只需要连续不必可导）连续曲线凹弧和凸弧的分界点称为曲线的拐点（先凸后凹或先凹后凸）

 写作   0 0x f x，

5 渐近线：同一方向不能同时存在水平渐近线和斜渐近线
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三、一元函数积分学

1.积分基本公式

Ckxk  dx

)1(
1

1dx 1 


  aCx
a

x aa

Cx
x

 ||lndx1

Cee xx  dx

C
a

aa
x

x  ln
dx

Cxx  sindxcos

Cxx  cosdxsin

Cxx
x

  tandxsecdx
cos

1 2
2

Cxx
x

  cotdxcscdx
sin

1 2
2

Cx
x


 arctandx

1
1

2

Cx
x




 arcsindx
1

1
2

cxxx  4
2sin

2
dxsin 2

Cxxx  secdxtansec

Cxxx  cscdxcotcsc

Cxxx  |tansec|lndxsec

Cxxx  |cotcsc|lndxcsc

Cxx  |cos|lndxtan

Cxx  |sin|lndxcot

C
a
x

axa


 arctan1dx1
22

C
ax
ax

aax






 ln

2
1dx1

22

C
ax
ax

axa






 ln

2
1dx1

22

C
a
x

xa



 arcsindx1

22

  Caxx
ax




 22

22
lndx1

Caxx
ax




 22

22
lndx1

cxxx  4
2sin

2
dxcos2 cxxx  tandxtan 2

cxxx  cotdxcot 2

其他常用积分： C
xx


1dx1
2 Cx

x
 dx

2
1

2.        xfxFxfxF 的一个原函数为
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3.求导、微分与积分的关系：

    Cxfxf  dx

先求导后积分

    Cxfxf d

先微分后积分

    xfxf 


 dx

先积分后求导

     dxdxd xfxf 
先积分后微分

4.变限积分求导公式：（上限代入乘上限导数-下限代入乘下限导数）

 
 

           xxfxxftf
x

x













 dt

5.积分技巧、公式、性质

  dxcosdxsin 2
0

2
0



xx nn

（点火公式）

奇数为大于， 11
3
2

2
31 n

n
n

n
n






 

为正偶数，n
n
n

n
n

22
1

2
31 






 

 dxsin
0


xn

奇数为大于， 11
3
2

2
312. n

n
n

n
n






 

为正偶数，n
n
n

n
n

22
1

2
312. 






 

 dxcos
0


xn

为正奇数，n0

为正偶数，n
n
n

n
n

22
1

2
312. 






 

区间再现公式：

  ( )
b b

a a
f x dx f a b x dx   

区间再现换元法：（令 x=上限加下限-t）

2(sin ) (sin )
o o
xf x dx f x dx


 

 
0 0

sin (sin )
2

xf x dx f x dx
 

  区间

再现经典推论

2 2(sin ) (cos )
o o
f x dx f x dx

 

 
画图象可知

对称区间奇偶性：

（见到对称区间先看奇偶性）

( ) ( ) 0
a

a
f x f x dx


奇函数：

0
( ) ( ) 2 ( )

a a

a
f x f x dx f x dx


 偶函数：

 
0

( ) ( ) ( )
a a

a
f x f x dx f x f x dx


     任意函数：

定积分的精确定义：

（看准题目是求极限还是表示成定积分）

1

0
1

1lim ( )
n

n i

if f x dx
n n



   
 

 

三角换元：

（定积分换元注意上下限）

2 2 sina x x a x  令

2 2+ tana x x a x 令

2 2 secx a x a t  令
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分部积分公式：反对幂指三（三指）

udv uv vdu  
bb b

a aa
udv u v vdu  

周期性公式：

（若 f（x）为周期为 T 的连续函数）

注意三角函数加绝对值后周期变化

2
0

2

( ) ( ) ( ) ( -
2

Ta T T

Ta

Tf x dx f x dx f x dx a



    取 特例)

n

0
( ) ( ) ( )

a T T

a
f x dx n f x dx n N


  

 定积分常用性质：

1 ( ) 0
a

a
f x dx ：

2 ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx  ：

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a
K f x dx K g x dx K f x dx K g x dx     3：

4

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx   

：积分的可拆性（保证首尾顺次连接无论a,b,c大小如何）

 5 , ( ) 0 ( ) 0 0
b

a
a b f x f x dx  ：若在区间 上 则 （相等则恒等于 ）

 6 , ( ) ( ) 0 ( ) 0
b

a
a b f x f x f x dx ：若在区间 上 非负只要 不恒等 则

 7 , ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
a b f x g x f x dx g x dx   ：若在区间 上 则

 , , ( )

( ) ( ) ( )( )
b

a

m M a b f x

m b a f x dx M b a a b     

8：估值定理：设, 在区间 上 的最小最大值

则

( ) ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx a b  9：

 定积分存在性质：

 ( ) , ( )
b

a
f x a b f x dx1：若 在 连续，则 存在

 ( ) , ( )
b

a
f x a b f x dx2：若 在 上单调，则 存在

 ( ) , ( )
b

a
f x a b f x dx3：若 在 上有界，且只有有限个间断点（不可以有无穷间断点）则 存在

 ( ) , ( ) ,
b

a
f x dx f x a b4：可积函数必然有界：（必要条件）即若定积分 存在 则 在 上必然有界

 原函数（不定积分）存在定理：（文亮内部资料请勿外传）

 1. ( )f x F x连续函数 必然有原函数

 2. ( )f x F x含有第一类间断点，无穷间断点的函数 在包含该间断点的区间内必没有原函数
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6.反常积分 p-积分常用结论：

)0( a 


dx1
a px

，收敛1p

，发散1p  


 dx1b

a pax

，收敛1p

，发散1p

广义 p 积分：

 



dx

ln
1

2 pxx

，收敛1p

，发散1p  


 dx1b

a pxb

，收敛1p

，发散1p

7 圆的应用：（定积分的几何意义）（a>0)

2 2 2

0 4
a
a x dx a

  2 2

0
2

4
a

ax x dx a
 

2 2 2

0
2

2
a

ax x dx a
 

8.定积分应用（文亮专升本）

面积公式：（注意面积体积具有实际的物理意义一定是正的）

    dy)()(dx)()(  
d

c

b

a
ygygSxfxfS 左右下上 ；

绕 yx / 轴旋转体积公式：

正负）注意法：柱壳（

；；

 f(x)(dx  )(2)

dy)(dx)( 22







b

ay

d

cy

b

ax

xxfVqiao

ygVxfV





变速路程： dt)(
b

a
tVS

变力做功： dx)(
b

a
xFW

9.三角有理式积分的万能代换公式：（不到万不得已不要用）

令 t
2

tan x ，则 tx arctan2 ， dt
1

2dx 2t
 ， 21

2sin
t
tx


 ， 2

2

1
1cos
t
tx




 。

*初等数学基础（详细见课本）

1.常用三角函数公式

 
 

    




sin
2

cos;cos
2

sin;coscos;sinsin

2
2cos1sin

2
2cos1cos

sin211cos2sincos2cos

cossin22sin
sinsincoscoscos
sincoscossinsin

1cotcsc1cotcsc

1tansec1tansec

1cossin1cossin

22

2222

22

22

22







 






 























限：奇变偶不变，符号看象

；

之间的关系式：与与

之间的关系式：与与

之间的关系式：与与

xxxx

xxxxx
xxx

xxxx
xxxx
xxxx
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辅助角公式（常用于三角积分）：
2 2sin cos sin( )(tan )ba x b x a b x

a
     

2.指数与对数运算

nmnm aaa  mnnm aa )( nnn baab )( n

n
n

b
a

b
a

)(

m
m

a
a 1


n
m

n m aa 
aNa Ne ln 1log;01log  aaa

;loglog)(log NMMN aaa  ;loglog)(log NM
N
M

aaa  ;loglog MnM a
n

a  N
MM

a

a
N log

loglog （换底）

3.等差数列求和：
2

)( 1 n
n

aanS 
 ；等比数列求和：

q
qaS
n

n 



1

)1(1

4.乘法公式

222 2)( bababa  ))((22 bababa  ))(( 2233 babababa  

32233 33)( babbaaba  kkn
n

k

k
n baCba 




0

n)(理二项 ：式定

5.三角不等式： bababa 

6.基本不等式
222 baab 

7.平均值不等式：

2 2

( , 0)
2 2

a b a bab a b 
  

8.其他常用不等式

sin tan (0 )
2

x x x x 
    sin (0 )x x x  1( )xe x x  

ln(1 )(0 )x x x   -1 ln( )(0 )x x x 
1 1 1ln 1 ( 0)

1+x
x

x x
     
 

四、无穷级数

1.级数收敛的必要条件：

1

lim 0n nnn
u u






（1）如果 收敛，则

1

lim 0n nn n
u u






 （2）若 则 必然发散

1

lim =0n nn n
u u





（3）若 ，不能保证 一定收敛
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2.级数的重要结论

 收敛收敛，则收敛，）（ 













111

1
n

nn
n

n
n

n vuuv

 发散发散，则收敛，）（ 













111

2
n

nn
n

n
n

n vuuv

 

 

















 














1

1

11

0,0
3

n
nnnn

n
nnnn

n
n

n
n

vuuv

vuvu
uv

不定任意时：，

发散时：

发散，则发散，）（

3.绝对收敛与条件收敛

 定义

绝对收敛收敛，则称级数）若（ 






 11

1
n

n
n

n uu

条件收敛发散，则称级数收敛，而）若级数（ 










 111

2
n

n
n

n
n

n uuu

收敛绝对收敛则级数）若（ 









11

3
n

n
n

n uu

 性质

绝对收敛绝对收敛=绝对收敛

条件收敛绝对收敛=条件收敛

条件收敛条件收敛=绝对收敛或条件收敛

4.常用级数敛散性

p 级数




1

1
n

pn

，收敛1p 等比级数




0n

naq
收敛

1|| q
收敛的等比级数求和公式:

公比

首项

1

，发散1p 发散1|| q

交错 p 级数

 





1

11
n

p
n

n

，绝对收敛1p

，条件收敛10  p

，发散0p

广义 p 级数

 


2 ln
1

n
pnn

，发散1p

，收敛1p
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5.比较判别法的极限形式（正项级数、两个级数，多与 p 级数进行比较）




n

n

n v
ulim

k ， 同敛散与 nn vu

0 ， 收敛收敛 









11 n

n
n

n uv

 ， 发散发散 









11 n

n
n

n uv

6.比值判别法(达朗贝尔）（与自身比、
nn ann! ）

p
u
u

n

n

n




1lim

1p ， 发散


1n
nu

1p ， 收敛


1n
nu

1p ，此判别法失效

7.根式判别法（柯西）：
nn an

1p 发散


1n
nu

n
nn
u


lim 1p 收敛



1n
nu

1p 此判别法失效

8.求幂级数收敛区间的公式：

),(1
)(
)(lim 1 bax

xu
xu

n

n

n




求收敛域需要单独讨论 x=a 以及 x=b 的敛散性 0

9.求和函数

幂级数求和函数突破口： 先导后积公式：（极其重要）

 can b 在分子先积后导多项式  ( ) ( )
x

a
s x s t dt s a 

 can b 在分子先导后积多项式

 0 0
0

0

(

( 0

n
n

n

n
n

n

a x x
a

a x




















中心点x）

取级数中心点

中心点 ）



文亮专升本

13

10.常用麦克劳林展开式（相当于在 x=0 展开）

)1,1(,1
1

1 32

0


 





xxxxxx
x

n

n

n 

  )1,1(,1
1

1
0


 





xx
x n

nn

),(,
!

1
!3

1
!2

11
!

1 32

0






xx
n

xxxx
n

e n

n

nx 

]1,1(,)1(
32

)1()1ln( 1
32

1

1  




 x
n
xxxx

n
xx

n
n

n

n
n 

 1,1;)1ln(
1

 




x
n
xx

n

n

),(,
)!12(

)1(
!3)!12(

)1(sin
123

0

12














 x
n
xxx

n
xx

n
n

n

n
n 

),(,
)!2(

)1(
!2

1
)!2(

)1(cos
22

0

2






x
n
xx

n
xx

n
n

n

n
n 

11.补充
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五、常微分方程

1.一阶微分方程

方程结构 解法/通解公式

可分离变量型

y 和 dy 放一起

x 与 dx 放一起

dy)(dx)( ygxf    dy)(dx)( ygxf两边积分

齐次方程 






x
yf

dx
dy

变量，代入原式化为可分离则令
dx
du

dx
dy xu

x
yu 

齐次方程

注意反过来 x
对 y 求导











y
xf

dy
dx 变量，代入原式化为可分离则令

dy
du

dy
dx yu

y
xu 

一阶线性齐次 0)(  yxpy 
 dx)(xp

cey

一阶线性非齐 )()( xQyxpy  



  


cexQey

xpxp
dx)(

dx)(dx)(

一阶线性非齐

注意反过来 x
对 y 求导

)()( yQxyp
dy
dx

 



  


ceyQex

ypyp
dy)(

dy)(dy)(

2.二阶线性微分方程

（1）解的结构

 不成比例齐特齐特齐通 212211 )()( yyycyc  特通 非齐+齐通=非齐

非齐特非齐特齐特 

 1 2 3, y py qy f x   y ,y y 为二阶非齐次方程 三个线性无关的特解：

0y py qy   则齐次方程 1 1 2 2 1 3 0( ) ( )Y c y y c y y   通解为： 系数和为

 y py qy f x   则齐次方程 1 1 2 2 1 3 1( ) ) 1(Y c y y c y y y    通解为： 系数和为

 1 1y y py qy f x    是 的解解的叠加定理：  2 2y y py qy f x    是 的解

   1 2 1 2+By y y py qy Af x Bf x      是 的解则：A

（2）二阶常系数线性齐次通解公式

方程结构： 0 qyypy

特征方程： 02  qprr
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特征根 通解公式

21:0 rr  xrxr ececY 21
21 

21:0 rr    xrexccY 1
21 

ir   21,:0   根的求法注意共轭sincos 21 复xcxceY x  

（．3．）．二阶常系数线性非齐特解形式．．．．

方程结构 特解形式

 xPeqyypy n
x )(* xQexy n

xk 

不是特征根,0k

是单根,1k

是重根,2k

    xxQxxPe
qyypy

mn
x  sincos 

  xxRxxRexy ss
xk  sin)(cos)( )2()1(* 

 nms ,max

不是特征根ik   ,0

是特征根ik   ,1

六、向量与空间解析几何（注意向量要加箭头）

1.若 ),,(),,,( 222111 zyxBzyxA  ，则  121212 ,, zzyyxxAB 


，      212
2

12
2

12|| zzyyxxAB 


2.若 ),,( zyxa 


，则与其同方向的单位向量 )cos,cos,(cos)
||

,
||

,
||

(
||

 




a

z

a

y

a

x

a

ae ，

与其平行（共线）的单位向量

||






a

ae 。

||
cos

||
cos

||
cos  

a

z

a

y

a

x  ；；

3. ),,(),,,( 222111 zyxbzyxa 


数量积（参与运算的是向量结果是数）点乘 向量积（参与运算的是向量结果是向量）叉乘

||.||.cos||||
 





  aprjbprjbaba b

a

a

b
 （投影也是数）

212121 zzyyxx  （对应坐标相乘再相加）

222

111

zyx
zyx
kji

ba





 方向：右手定则

向量积的模长： sin|||||| 


baba

2||


 aaa


 0aa




ba


 ab （交换性质） )(


 abba

00 212121 


zzyyxxbaba
2

1

2

1

2

10//
z
z

y
y

x
xbaba 


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

||||
cos 








ba

ba ；

||
cos|| 


 



b

baaaprj
b






 bacbcac 且

 以


ba、 为邻边的三角形面积 S ||
2
1 

 ba

 叉乘几何意义：以


ba、 为邻边的平行四边形面积 S ||


 ba




 cba )( 中若有两个向量相同则结果为 0 轮换性质：


 bacacbcba )()()( 。

4.平面

（1）一般式方程： 0 DCzByAx  CBAn ,,


法向量

（2）点法式方程： 0)()()( 000  zzCyyBxxA    CBAnzyxM ,,,, 0000 


且法向量过点

（3）已知平面 01111  DzCyBxA： ，平面 02222  DzCyBxA：

若两平面平行，则
2

1

2

1

2

1
21//

C
C

B
B

A
Ann 


，且平面间距离

222
21 ||
CBA

DDd



 ；

若两平面垂直，则 00 2121212121 


CCBBAAnnnn ；

若两平面相交，则

||||
cos

21

21







nn

nn ；若两平面重合，则
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A



5.直线

01111  DzCyBxA  1111 ,, CBAn 


（1）一般式方程


 21 nns方向向量

02222  DzCyBxA  2222 ,, CBAn 


（经常性疑问）一般式如何取点（赋特值例如假设 x=0 解得 y，z 或 y=1，解得 x，z 等）

（2）点向式方程：
n
zz

m
yy

p
xx 000 





    nmpszyxM ,,,, 0000 



且方向向量过点

（3）参数式方程（用于设交点，令点向式方程等于 t）：设两直线交点为  ntzmtyptx  000 ,,
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（4）直线
1

1

1

1

1

1
1 n

zz
m
yy

p
xxL 







： ，直线
2

2

2

2

2

2
2 n

zz
m
yy

p
xxL 







：  ),,( 12121221 zzyyxxMM 

若两直线平行，则
2

1

2

1

2

1
21// n

n
m
m

p
pss 



；

若两直线垂直，则 00 2121212121 


nnmmppssss ；

若两直线相交，则

||||
cos

21

21







ss

ss ；

若两直线异面，则 0)( 2121  MMss ，其异面直线距离

21

2121 )(

ss

MMss
d




 。

6.直线与平面的关系：已知直线
n
zz

m
yy

p
xxL 000 







： ，平面： 0 DCzByAx

若直线与平面平行：则 00 


nCmBpAsnsn ；

若直线与平面垂直，则
C
n

B
m

A
psn 



// ；

若直线与平面相交，则

||||
sin 






sn

sn ；

若直线在平面上，则 满足平面方程且（ ),, 000 zyxsn


 。

7.已知点：  1111 ,, zyxM ，直线
n
zz

m
yy

p
xxL 000 







： ，平面： 0 DCzByAx

则点到直线的距离
s

sMM
d




10
；则点到平面的距离

222
111 ||
CBA

DCzByAxd



 。

8.平面束方程：（通过直线的所有平面的集合）

直线







0
0

:
2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

L 的平面束方程为

为任意常数；其中 0)( 22221111  DzCyBxADzCyBxA
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